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Resumo

O presente trabalho tem por objectivo efectuar uma abordagem elemen-
tar a alguns espaços de funções teste e funções generalizadas no contexto
da análise não Gausseana. Assim, vamos construir uma família de espaços
nucleares de funções teste N β

λ , β ∈ [0, 1], bem como a respectiva família
dual N−β

λ relativamente ao espaço de Hilbert L2(λ), onde λ é uma medida
de probabilidade em R. Estes espaços admitem uma caracterização em ter-
mos de certas transformações integrais. No caso particular do espaço N−1,
vamos definir um tipo de produto - o produto de Wick -, o qual é objecto de
aplicações em diferentes áreas da Matemática.

1 Introdução
A análise Gauseana e, em particular, a análise ruído branco introduzidos há mais
de vinte anos, tornaram-se instrumentos matemáticos com uma larga aplicação aos
problemas da matemática, e matemática-física. Para uma revista sobre os 20 anos
de análise ruído branco ver [14], assim como [5], [8] e referências neles citadas. O
ponto essencial nessa construção é uma decomposição em caos ou decomposição
ortogonal do espaço L2.

Diferentes extensões destes resultados foram obtidas por Berezansky et al. [6].
A partir de uma família de operadores de campo foi construída uma decomposi-
ção ortogonal relativamente às medidas espectrais. Uma outra generalização foi
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obtida em [2] para medidas de probabilidade com densidade suave. Esta gene-
ralização foi obtida por intermédio de uma decomposição biortogonal, a qual é
a generalização natural da decomposição ortogonal em análise Gausseana. Para
uma apresentação sistemática destes resultados ver [1].

Kondratiev et al. [13] consideraram medidas de probabilidade não degenera-
das com transformada de Laplace analítica. Nestas condições é possível cobrir as
medidas de tipo Poisson. Usando o sistema de Appell (Pλ,Qλ) de polinómios de
Appell Pλ e o sistema de funções generalizadas Qλ, adequadamente associados à
medida λ, obtiveram entre outros:

• construção, descrição e caracterização dos espaços de funções teste, assim
como de funções generalizadas,

• extensão do cálculo de Wick neste contexto.

Neste trabalho construimos os resultados obtidos em [13] quando o tripleto de
Schwartz S ′(R) ⊃ L2(R) ⊃ S(R) se reduz ao tripleto R ⊃ R ⊃ R. Isto sugere
o título deste trabalho. Como exemplos, apresentamos as medidas de Poisson,
Gama e Gausseana.

Este trabalho está organizado da seguinte forma. Na Secção 2 construímos o
sistema de polinómios de Appell Pλ associados a uma medida de probabilidade
λ em R, a qual satisfaz determinadas hipóteses, ver Hipótese 1, 2 em baixo. Na
Secção 3 introduzimos o sistema de funções generalizadas Qλ associado a λ, de
tal forma que os dois sistemas Pλ e Qλ são biortogonais relativamente a L2(λ). Na
Secção 4 construímos o espaço nuclear de funções testeN β

λ , β ∈ [0, 1] associado a
λ, bem como o seu dual N−β

λ relativamente a L2(λ). Na Secção 5 caracterizamos
os espaçosN β

λ ,N−β
λ por intermédio de duas transformadas integrais e, finalmente,

na Secção 6 apresentamos o produto de Wick e cálculo de Wick de neste contexto.

2 Polinómios de Appell associados a uma medida de
probabilidade

Nesta secção introduzimos o sistema de polinómios de variável real, denomina-
dos polinómios de Appell [3], associados a uma medida de probabilidade λ em
R, à custa dos quais se escrevem os elementos dos espaços de funções teste que
consideraremos. Vamos restringir a nossa investigação a uma classe especial de

2



medidas λ sobre R. A primeira das quais diz respeito à analiticidade da sua trans-
formada de Laplace, denotada por lλ(·):

lλ (z) :=

∫
R
ezxdλ(x) = Eλ(e

z·), z ∈ C. (1)

Hipótese 1 A transformada de Laplace de λ é uma função analítica em torno da
origem. A classe destas medidas é denotada por Ma(R).

Uma descrição equivalente da classe Ma(R) é dada na seguinte proposição
cujos detalhes da sua prova está no Apêndice A.

Proposição 1 Seja λ uma medida de probabilidade em R. Então, as seguintes
afirmações são equivalentes:

1. λ ∈Ma(R),

2. ∃C,K > 0 : ∀n ∈ N0 := N ∪ {0},
∣∣∫

R x
ndλ(x)

∣∣ < n!CnK,

3. ∃ε > 0 :
∫

R e
ε|x|dλ(x) <∞.

De seguida vamos formular a segunda hipótese sobre λ a qual será usada na
Secção 3, nomeadamente para garantir que o conjunto dos polinómios sobre R é
denso em L2(R, λ) =: L2(λ). De referir que esta condição na sua primeira versão
em [13] revelou-se insuficiente como demonstra o contra exemplo apresentado em
[10].

Hipótese 2 ∀O ⊂ R aberto não vazio, tem-se λ(O) > 0.

Dado z ∈ C definimos a exponencial normalizada relativamente à medida λ,
também designada por exponencial de Wick, por

eλ(z; .) : R → C, x 7→ eλ(z;x) :=
ezx

lλ(z)
.

Dado que lλ(0) = 1, então existe uma vizinhança V de 0 ∈ C onde eλ(·;x) é dada
por

eλ(z;x) =
∞∑

n=0

zn

n!
P λ

n (x), ∀z ∈ V,

com P λ
n (x) = dn

dzn eλ(z;x)|z=0. As funções P λ
n (·), n ∈ N0 são polinómios de

grau n também conhecidos por polinómios de Appell, ver [3]. O conjunto Pλ :=
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{P λ
n (·), n ∈ N0} denomina-se sistema de polinómios de Appell associado à me-

dida λ.
Vamos coleccionar algumas propriedades dos polinómios P λ

n (·) cuja demos-
tração se deixa a cargo do leitor ou, no caso mais geral, pode ser consultada em
[13]. Ver também [12] para uma generalização.

Proposição 2 Os polinómios de Appell satisfazem as seguintes propriedades: x, y ∈
R.

1. d
dx
P λ

n (x) = nP λ
n−1(x), ∀n ∈ N.

2. P λ
n (x) =

∑n
k=0

(
n
k

)
xkP λ

n−k(0).

3. xn =
∑n

k=0

(
n
k

)
P λ

k (x)Mλ
n−k, onde Mλ

n :=
∫

R x
ndλ(x).

4. P λ
n (x+ y) =

∑n
k=0

(
n
k

)
P λ

k (x)yn−k.

5. Eλ(P
λ
n (·)) = δn0, onde δij é a função delta de Kronecker.

6. Para qualquer ε > 0, tal que eλ(·;x) é analítica em {z ∈ C| |z| ≤ ε},
existe Cε > 0 tal que |P λ

n (x)| ≤ Cεn!ε−neε|x|.

3 Sistema de Appell dual
Consideremos o espaço de Hilbert L2(λ) das funções complexas mensuráveis de
variável real cujo quadrado do módulo é λ-integrável assim como o conjunto
P(R) dos polinómios em R com coeficientes complexos. Usando a Proposição 2-
3. podemos escrever P(R) na forma

P(R) =

{
ϕ : R → C| ϕ(x) =

n∑
k=0

ϕ̃kP
λ
k (x), ϕ̃k ∈ C, n ∈ N0

}
.

Dado que λ admite os momentos de todas as ordens, então se ϕ ∈ P(R) é claro
que ϕ ∈ L2(λ). Por outro lado, a Hipótese 2 garante que a inclusão P(R) ↪→
L2(λ) é injectiva. Assim, P(R) é um subespaço denso em L2(λ).

Em P(R) define-se a seguinte noção de convergência: uma sucessão de poli-
nómios (ϕi)i∈N ⊂ P(R) converge para ϕ ∈ P(R) se e só se a sucessão (nϕi

)i∈N
do grau dos polinómios ϕi é limitada e os coeficientes convergem termo a termo.
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Consideremos o operador de derivação de ordem k, k ∈ N0, denotado por ∇k

definido em P(R) por

(∇kϕ)(x) =
dkϕ(x)

dxk
, ϕ ∈ P(R).

É claro que ∇k é um operador contínuo para a noção de convergência anterior.
SejaP ′

λ(R) o dual deP(R) relativamente a L2(λ), i.e., P ′
λ(R) é o conjunto dos

funcionais lineares contínuos definidos em P(R) os quais são dados em termos
do produto interno em L2(λ). Simbolicamente

Φ(ϕ) =: 〈ϕ,Φ〉 = (ϕ, Φ̄)L2(λ), ∀Φ ∈ P ′
λ(R), ϕ ∈ P(R).

A aplicação bilinear 〈·, ·〉 também se chama par dual entre P ′
λ(R) e P(R) e os

elementos de P ′
λ(R) chamam-se funções generalizadas ou distribuições. Assim,

temos a seguinte a cadeia de espaços

P ′
λ(R) ⊃ L2(λ) ⊃ P(R).

Dado que ∇k é contínuo, então o seu adjunto (∇k)∗ : P ′
λ(R) → P ′

λ(R) é tal que

〈ϕ, (∇k)∗Φ〉 = 〈∇kϕ,Φ〉, ∀Φ ∈ P ′
λ(R), ϕ ∈ P(R).

Como 1 ∈ P ′
λ(R), então temos uma família de elementos em P ′

λ(R) dada por
Qλ

k := (∇k)∗1, k ∈ N0. O conjunto Qλ := {Qλ
k = (∇k)∗1, k ∈ N0} denomina-

se sistema de Appell dual associado a λ.

Proposição 3 O sistema de polinómios de Appell Pλ e o sistema de Appell dual
Qλ são biortogonais em relação a L2(λ) e a seguinte relação é válida

〈P λ
n , Q

λ
m〉 = n!δmn, ∀P λ

n ∈ Pλ, Qλ
m ∈ Qλ.

Prova. Usando a relação 5 da Proposição 2 e a definição de P λ
n temos

〈P λ
n , Q

λ
m〉 =

∫
R
(∇mP λ

n )(x)dλ(x)

=

∫
R

(
n

m

)
m!

(
dn−m

dzn−m

ezx

lλ(z)

)∣∣∣∣
z=0

dλ(x)

= n!δmn.
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Exemplo 4 Consideremos em R a medida dλ(x) = ρ(x)dx onde ρ > 0 é de
classe C∞ de tal forma que as Hipótese 1 e 2 sejam verdadeiras. Neste caso o
adjunto do operador de derivação é dado por(

d

dx

)∗

f(x) = −
(
d

dx
+ β(x)

)
f(x), f ∈ C1(R),

onde β é a derivada logarítmica da medida λ a qual é dada por β = ρ′

ρ
. Neste

contexto, podemos calcular o sistema de Appell dual Qλ e temos

Qλ
n(x) = (−1)nρ

(n)(x)

ρ(x)

o qual pode ser calculado facilmente por indução.

Os próximos exemplos são de alguma forma “clássicos” pela quantidade de
aplicações existentes em diferentes áreas da matemática.

Exemplo 5 (medida Gausseana) Consideremos a medida Gausseana µ em R,
cuja transformada de Laplace é dada por lµ(z) = ez2/2 e o espaço L2(µ). Asso-
ciado à medida Gausseana, existe um sistema de polinómios ortogonais, denomi-
nados polinómios de Hermite, cuja função geradora é

eµ(z;x) =
ezx

lµ(z)
= ezx−z2/2 =

∞∑
n=0

zn

n!
Hµ

n (x).

Temos a seguinte relação de ortogonalidade (Hµ
n , H

µ
m)L2(µ) = n!δnm. Neste caso

os dois sistemas Pλ e Qλ coincidem e temos um só sistema de polinómios o qual
é ortogonal.

Exemplo 6 (medida de Poisson) A medida de Poisson πr, r > 0 em R tem trans-
formada de Laplace dada por lπr(z) = er(ez−1). O espaço de Poisson L2(πr)
admite uma decomposição ortogonal em termos dos polinómios de Charlier. A
função geradora destes polinómios é

eπr(z;x) = ex log(1+z)−rz =
∞∑

n=0

zn

n!
Cπr

n (x).

A seguinte relação de ortogonalidade é válida (Cπr
n , Cπr

m )L2(πr) = rnn!δnm.
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Exemplo 7 (medida Gamma) Para cada t > 0 a medida Gama µt
Γ em R define-

se por intermédio da sua transformada de Laplace por lµt
Γ
(x) = e−t log(1−x), x <

1. Consideremos a função geradora dos polinómios de Laguerre

eµt
Γ
(z;x) = exp

(
x

z

z − 1
− t log(1− z)

)
=

∞∑
n=0

zn

n!
L

µt
Γ

n (x). (2)

Por um lado temos (eµt
Γ
(z; ·)eµt

Γ
(w; ·))L2(µt

Γ) = e−t log(1−zw). Por outro lado,
usando a igualdade (2) e a fórmula para dn

dtn
ef(t) (e.g. [7]) chagamos à seguinte

propriedade de ortogonalidade para os polinómios de Laguerre: (L
µt

Γ
n , L

µt
Γ

m )L2(µt
Γ) =

(n!)2Cn,tδmn, onde Cn,t é dada por

Cn,t =
∑

i1+2i2+...+kik=n
i1,...,ik∈N0

1

i1! . . . ik!

1

2i2 . . . kik
ti1+...+ik .

Deste modo o espaço L2(µt
Γ) possui um sistema ortogonal formado pelos polinó-

mios de Laguerre, onde a relação de ortogonalidade tem uma natureza diferente
dos exemplos anteriores.

Vamos agora caracterizar o espaço P ′
λ(R).

Teorema 8 Para todo o elemento Φ ∈ P ′
λ(R), existe uma única sucessão (Φk)

∞
k=0 ⊂

C tal que

Φ =
∞∑

k=0

ΦkQ
λ
k . (3)

Inversamente, toda a série da forma (3) gera uma função generalizada em P ′
λ(R).

Prova. Seja Φ ∈ P ′
λ(R) arbitrário. Para cada k ∈ N0, consideremos os núme-

ros complexos dados por Φk := 1
k!
〈P λ

k ,Φ〉. Consideremos a aplicação em P(R)
definida por

P(R) 3 ϕ 7→
∞∑

k=0

k!ϕkΦk ∈ C.

Dado que esta é uma aplicação linear contínua, a qual é dada pelo produto interno
em L2(λ), então definimos um elemento em P ′

λ(R), o qual denotamos por Ψ =∑∞
k=0 ΦkQ

λ
k . Assim, Ψ é tal que

∀ϕ ∈ P(R), 〈ϕ,Ψ〉 =
∞∑

k=0

k!ϕkΦk = 〈ϕ,Φ〉.
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Daqui resulta que Ψ = Φ. É evidente que a representação para Φ é única.
Inversamente, suponhamos que Φ =

∑∞
k=0 ΦkQ

λ
k , Φk ∈ C, k ∈ N0 com vista

a provarmos que Φ ∈ P ′
λ(R). Seja ϕ ∈ P(R) da forma ϕ =

∑n
k=0 ϕkP

λ
k . Então

〈ϕ,Φ〉 =
n∑

k=0

k!ϕkΦk = (ϕ,Φ)L2(λ).

Esta aplicação é obviamente linear e também é contínua na topologia de P(R),
sendo dada pelo produto interno em L2(λ), logo define um elemento em P ′

λ(R).

4 Espaços de funções teste e de funções generaliza-
das

Dados β ∈ [0, 1] e q ∈ N0, introduzimos em P(R) uma norma Hilbertenana por

|ϕ|2q,β,λ :=
∞∑

n=0

(n!)1+β2nq|ϕn|2.

O completado de P(R) na norma | · |q,β,λ, denota-se porHβ
q,λ, pelo queHβ

q,λ inclui
densamente P(R). O espaço Hβ

q,λ é um espaço de Hilbert para o produto interno
dado por

(ϕ, ψ)β
q,λ :=

∞∑
n=0

(n!)1+β2nqϕnψn,

admitindo a representação

Hβ
q,λ =

{
ϕ : R → C : ϕ =

∞∑
n=0

ϕnP
λ
n , |ϕ|2q,β,λ =

∞∑
n=0

(n!)1+β2nq|ϕn|2 <∞

}
.

Temos ainda que L2(λ) ⊃ Hβ
q,λ, o que resulta da Hipótese 2 sobre λ, sendo a

inclusão densa. Deste modo obtemos a seguinte cadeia de espaços de Hilbert:

L2(λ) ⊃ Hβ
0,λ ⊃ . . . ⊃ Hβ

q,λ ⊃ Hβ
q+1,λ ⊃ . . . (4)

Não é difícil de verificar que se p > q, então o operador de injecção ip,q : Hβ
p,λ →

Hβ
q,λ é de Hilbert-Schmidt, i.e., a norma de Hilbert-Schmidt de ip,q é finita. Dado
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β ∈ [0, 1] o espaço de funções teste associado a λ define-se por

N β
λ :=

∞⋂
q=0

Hβ
q,λ,

o qual é um espaço nuclear.

Proposição 9 1. Toda a função teste ϕ ∈ N 1
λ possui uma única extensão ao

conjunto C tal que ϕ é uma função inteira do tipo mínimo e de ordem de
crescimento 1, i.e., ϕ : C → C é inteira e para todo ε > 0 existe K > 0 tal
que |ϕ(z)| ≤ Keε|z|.

2. Combinando 1. anterior com a 6. da Proposição 2 temos a seguinte majo-
ração: dado q ∈ N0, então se ε > 0 é tal que 2−qε−2 < 1 existe K > 0 tal
que

|ϕ(z)| ≤ K|ϕ|q,1,λe
ε|z|, z ∈ C.

É fácil verificar que se β ∈ [0, 1), então eλ(z; ·) ∈ N β
λ , ∀z ∈ C mas no caso

β = 1 temos eλ(z; ·) ∈ H1
q,λ somente se 2q|z|2 < 1.

Dada a inclusão Hβ
q,λ ⊂ L2(λ) ser densa, então utilizando o procedimento

conhecido na literatura por rigged Hilbert spaces, ver por exemplo [4], o qual
denominamos por tripletos de espaços de Hilbert. Isto corresponde a calcular o
dual de Hβ

q,λ de tal forma que os funcionais tenham uma representação em termos
do produto interno em L2(λ). Não vamos aqui reproduzir este precesso, os inte-
ressados podem consultar a bibliografia sobre este assunto. O tripleto resultante
é

H−β
−q,λ ⊃ L2(λ) ⊃ Hβ

q,λ.

O espaço de Hilbert H−β
−q,λ o qual corresponde a completar L2(λ) relativamente à

norma | · |−q,−β,λ, admite a seguinte representaço

H−β
−q,λ =

{
Φ =

∞∑
n=0

ΦnQ
λ
n, Φn ∈ C| |Φ|2−q,−β,λ =

∞∑
n=0

(n!)1−β2−nq|Φn|2 <∞

}
.

Pela teoria geral de dualidade, ver por exemplo [15] o dual de N β
λ relativamente a

L2(λ) é dado por

N−β
λ =

∞⋃
q=0

H−β
−q,λ.
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A cadeia (4) dá lugar à seguinte cadeia

N−β
λ ⊃ . . . ⊃ H−β

−q,λ ⊃ . . . ⊃ L2(λ) ⊃ . . . ⊃ Hβ
q,λ ⊃ . . . ⊃ N β

λ .

Exemplo 10 (Derivada de Radon-Nikodym generalizada) Queremos definir a
função generalizada ρλ(z, ·) ∈ N−1

λ , z ∈ C tal que

〈ϕ, ρλ(z, ·)〉 =

∫
R
ϕ(x+ z)dλ(x), ϕ ∈ N 1

λ . (5)

Tendo em conta o resultado da Proposição 9-2. facilmente se verifica que

|〈ϕ, ρλ(z, ·)〉| ≤ Cq,ε|ϕ|q,1,λe
ε|z|
∫

R
eε|x|dλ(x).

O integral no lado direito é finito pela Proposição 1. Isto prova que ρλ(z, ·) ∈
N−1

λ . Vamos agora ver que ρλ(z, ·) tem a seguinte representação

ρλ(z, ·) =
∞∑

n=0

zn

n!
Qλ

n(·). (6)

De facto, dado que P(R) é denso em N 1
λ , então se ϕ = P λ

k , k ∈ N0, temos
〈P λ

k , ρλ(z, ·)〉 = zk usando a definição de ρλ(z, ·) em (5) assim como usando a
expressão em (6).

5 Teoremas de caracterização
Nesta secção definimos as transformadas SPλ e SQλ , à custa das quais vamos ca-
racterizar os espaços de funções teste N β

λ e das funções generalizadas N−β
λ . A

transformada SPλ de ϕ ∈ N β
λ define-se por

(SPλϕ)(z) :=

∫
R
ϕ(x+ z)dλ(x) = 〈ϕ, ρλ(z; .)〉.

Por sua vez, se Φ ∈ N−β
λ , então

(SQλΦ)(z) := 〈eλ(z; .),Φ〉.

Note que SQλΦ está definido somente numa vizinhança da origem, pois se Φ ∈
H−β

−q,λ, então eλ(z; .) ∈ Hβ
q,λ para z ∈ C tal que |z| < 2−q/2. Note ainda que se λ

é a medida Gausseana (cf. Exemplo 5), então SPλ e SQλ coincidem.

10



5.1 Caracterização das funções teste
Para cada l ∈ N0, denotamos por Ek

2−l(C) o conjunto das funções inteiras de
ordem de crescimento k ∈ [1, 2] e tipo 2−l, i.e.,

Ek
2−l(C) = {u : C → C, inteira| |u(z)| ≤ C exp(2−l|z|k), C > 0}.

Para qualquer l ∈ N0, a aplicação

| · |l,k : Ek
2−l(C) → R, u 7→ |u|l,k := sup

z∈C
{|u(z)| exp(−2−l|z|k)},

é uma norma em Ek
2−l(C) e (Ek

2−l(C), | · |l,k) é um espaço de Banach. O espaço das
funções inteiras de tipo mínimo e ordem de crescimento k é definido por

Ek
min(C) :=

⋂
l∈N0

Ek
2−l(C).

Toda a função inteira u pode representar-se em série de Taylor na forma

u(z) =
∞∑

n=0

unz
n, un =

1

n!

dn

dzn
u(z)

∣∣∣∣
z=0

, z ∈ C.

Consideremos em Ek
min(C) a família (‖·‖q,β)q∈N0 , β ∈ [0, 1], de normas Hilberte-

anas, definidas por

‖u‖2
q,β =

∞∑
n=0

(n!)1+β2nq|un|2 <∞, u ∈ Ek
min(C),

a qual é equivalente à família de normas (| · |l,k)l∈N0 , ver Apêndice B.

Teorema 11 A transformada SPλ é um homeomorfismo entre o espaço de funções
teste N β

λ e o espaço Ek
min(C) das funções inteiras do tipo mínimo e ordem de

crescimento k = 2
1+β

.

Prova. A demonstração deste teorema está bem preparada pela Proposição 17 no
Apêndice B. Assim, se ϕ ∈ N β

λ é da forma ϕ =
∑∞

n=0 ϕnP
λ
n , então

(SPλϕ)(z) =
∞∑

n=0

ϕnz
n
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de onde decorre que |SPλϕ|l,k ≤ ‖SPλϕ‖q,β = |ϕ|q,β,λ. Isto prova a continuidade
da aplicação SPλ : N β

λ → Ek
min(C) bem como a sua injectividade.

Inversamente, seja u ∈ Ek
min(C) da forma u =

∑∞
n=0 unz

n, então para todo
q ∈ N0 temos

‖u‖2
q,β =

∞∑
n=0

(n!)1+β2nq|un|2 <∞.

Definimos ϕu :=
∑∞

n=0 unP
λ
n . Temos |ϕu|q,β,λ = ‖u‖q,β , ∀q ∈ N0 pelo que

ϕu ∈ N β
λ . Temos ainda que SPλϕu = u, e assim SPλ é sobrejectiva. Para além

disso, pela Proposição 23,

|S−1
Pλ u|q,β,λ = ‖u‖q,β ≤ C|u|l,k, C > 0,

o que prova a continuidade de S−1
Pλ .

5.2 Caracterização de N−β
λ , β ∈ [0, 1[

Para cada l ∈ N0, denotamos por Ek′

2l (C) o conjunto das funções inteiras de ordem
de crescimento k′ ∈ [2,∞[ e tipo 2l, i.e.,

Ek′

2l (C) = {U : C → C, inteira| |U(z)| ≤ C exp(2l|z|k′), C > 0}.

Para todo o natural l, a aplicação

|.|l,k′ : Ek′

2l (C) → R, U 7→ |U |l,k := sup
z∈C

{|U(z)| exp(−2l |z|k
′
)},

é uma norma em Ek′

2l (C) e (Ek′

2l (C), | · |l,k′) é um espaço de Banach. O espaço das
funções inteiras de tipo máximo e ordem de crescimento k′, é definido por

Ek′

max(C) :=
⋃
l∈N0

Ek′

2l (C).

Tendo em conta o desenvolvimento de Taylor em torno da origem de u ∈ Ek′
max(C),

podemos considerar em Ek′
max(C) a família (‖·‖−q,−β)q∈N0 , β ∈ [0, 1[, de normas

Hilberteanas, dada por

|U |2−q,−β =
∞∑

n=0

(n!)1−β2−nq|Un|2 <∞,

a qual é equivalente à família de normas (| · |l,k′)l∈N0 , ver Apêndice B.
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Teorema 12 A transformada SQλ é um homeomorfismo entre o espaço de funções
generalizadas N−β

λ , β ∈ [0, 1[ e o espaço Ek′
max(C) das funções inteiras do tipo

máximo e ordem de crescimento k′ = 2
1−β

.

Prova. A demonstração deste teorema é análoga à do teorema anterior, usando a
Proposição 18 no Apêndice B.

5.3 Caracterização de N−1
λ

Seja Hol0(C) o conjunto das funções holomorfas numa vizinhança da origem.
Consideremos a família (| · |l)l∈N0 de normas em Hol0(C), definida do seguinte
modo: se U ∈ Hol0(C), então existe l ∈ N0, tal que

|U |l := sup
|z|≤2−l

|U(z)| <∞.

Nestas condições, U admite desenvolvimento de Taylor em D = {z ∈ C| |z| ≤
2−l}, U(z) =

∑∞
n=0 Unz

n, ∀z ∈ D, e existe q ∈ N0, tal que

‖U‖2
−q,−1 =

∞∑
n=0

2−nq|Un|2 <∞.

Deste modo, introduzimos em Hol0(C), uma outra família de normas, (‖·‖−q,−1)q∈N0 ,
equivalente à primeira, ver Proposição 19 no Apêndice B.

Teorema 13 A transformada SQλ é um homeomorfismo entre o espaço de funções
generalizadas N−1

λ e o espaço Hol0(C).

Prova. A demonstração deste teorema é semelhante à dos dois teoremas anterio-
res, usando a Proposição 19 no Apêndice B.

6 Cálculo de Wick
Facilmente se vê que o conjunto Hol0(C) forma uma álgebra de funções, para as
operações usuais de soma e multiplicação por um escalar. Assim, se Φ,Ψ ∈ N−1

λ ,
então SQλΦ, SQλΨ ∈ Hol0(C) e ainda SQλΦ ·SQλΨ ∈ Hol0(C). Pelo Teorema 13

13



existe Θ ∈ N−1
λ tal que SΘ = SQλΦ · SQλΨ. Denotamos a função generalizada

Θ por Φ♦Ψ à qual chamamos produto de Wick de Φ e Ψ. Assim, se

Φ =
∞∑

n=0

ΦnQ
λ
n, Ψ =

∞∑
n=0

ΨnQ
λ
n,

então Φ♦Ψ representa-se por

Φ♦Ψ =
∞∑

n=0

ΘnQ
λ
n, Θn =

n∑
k=0

ΦkΨn−k.

A seguinte proposição diz-nos que o produto de Wick é uma aplicação contínua.

Proposição 14 O produto de Wick é uma aplicação contínua em N−1
λ , e dados

Φ ∈ H−1
−q,λ, Ψ ∈ H−1

−p,λ, temos a seguinte majoração:

|Φ♦Ψ|−r,−1,λ ≤ |Φ−q,−1,λ|Ψ|−p,−1,λ, r = p+ q + 1.

Prova. Podemos majorar do seguinte modo:

|Φ♦Ψ|−r,−1,λ =
∞∑

n=0

2−nr|Θn|2

≤
∞∑

n=0

2−nr(n+ 1)
n∑

k=0

|Φk|2|Ψn−k|2

≤
∞∑

n=0

n∑
k=0

2−p(n−k)2−qk|Φk|2|Ψn−k|2

= |Φ|2−q,−1,λ|Ψ|2−p,−1,λ,

onde usamos o facto n+1
2n ≤ 1.

As potências de Wick Φ♦n := Φ♦Φ♦ . . .♦Φ, n ∈ N0 de Φ ∈ N−1
λ são defini-

das por
Φ♦n = S−1

Qλ ((SQλΦ)n).

Mais geralmente, se L(z) =
∑∞

n=0 Lnz
n é uma função analílica, então podemos

estudar a versão Wick desta função, i.e., L♦(Φ), Φ ∈ N−1
λ . Temos o seguinte

teorema.

14



Teorema 15 Seja L uma função analítica numa vizinhança de z0 = Eλ(Φ), Φ ∈
N−1

λ . Então L♦(Φ) definida por L♦(Φ) := S−1
Qλ (L(SQλΦ)) é um elemento em

N−1
λ .

Prova. Com vista a aplicar o teorema de caracterização (cf. Teorema 13) basta
verificar que L(SQλΦ) é holomorfa em torno da origem. Mas isto resulta facil-
mente escolhendo uma vizinhança suficientemente pequena em torno da origem
de modo que a composição L ◦ SQλΦ seja holomorfa.

Exemplo 16 Sejam Φ,Ψ ∈ N−1
λ funções generalizadas dadas.

1. Então exp♦(Φ) pode escrever-se como

exp♦(Φ) =
∞∑

n=0

1

n!
Φ♦n.

2. É fácil verificar a seguinte propriedade:

exp♦(Φ)♦ exp♦(Ψ) = exp♦(Φ + Ψ).

3. Se Φ é tal que Eλ(Φ) > 0, então log♦(Φ) ∈ N−1
λ a qual é solução da

equação
exp♦(X) = Φ.

4. Se Φ é tal que Eλ(Φ) 6= 0, então Φ♦−1 := S−1
Qλ ((SQλΦ)−1) ∈ N−1

λ e a
solução da equação

X♦Φ = Ψ

é X = Φ♦−1♦Ψ.

O produto de Wick generaliza-se, sem dificuldade, aos espaços de funções
generalizadas N−β

λ , β ∈ [0, 1[, bem como aos espaços de funções teste N β , β ∈
[0, 1]. O conceito de produto de Wick é frequentemente utilizado em modelos de
equações diferenciais estocásticas, sendo as soluções obtidas por intermédio das
transformadas SPλ e SQλ . Para mais detalhes e generalizações sobre o produto de
Wick ver por exemplo [11] (caso Gausseano!) e as suas aplicações em [9].
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A Prova da Proposição 1
Prova. 1. ⇒ 2. Por um lado, dado que lλ(·) é analítica numa vizinhança V0 da
origem, então temos

lλ(z) =
∞∑

n=0

zn

n!

[
dn

dzn
lλ(z)

]
z=0

. (7)

Por outro lado, de acordo com a definição de lλ(·) (cf. (1)) temos

lλ(z) =
∞∑

n=0

zn

n!

∫
R
xndλ(x), ∀z ∈ C. (8)

Assim, de (7) e (8) resulta que 2. fica provado desde que∣∣∣∣ dn

dzn
lλ(z)|z=0

∣∣∣∣ ≤ n!CnK, C,K > 0.

Pela fórmula integral de Cauchy se γ = {z ∈ C, |z| = ε > 0} ⊂ V0, então∣∣∣∣ dn

dzn
lλ(z)|z=0

∣∣∣∣ ≤ n!

2π

∫
γ

|lλ(z)|
|z|n+1

|dz| ≤ n!
1

εn
sup

γ
|lλ(z)|.

Portanto, basta tomar C = 1
ε

e K = supγ |lλ(z)|.
2. ⇒ 1. Tendo em atenção (8) basta provar que a série é absolutamente conver-
gente numa vizinhança da origem. Mas não é difícil ver que

|lλ(z)| ≤ K
∞∑

n=0

(|z|C)n

a qual é finita se e só se |z| < 1
C

. O que prova 1.
2. ⇒ 3. Por um lado temos∫

R
eε|x|dλ(x) ≤

∞∑
n=0

εn

n!

(∫
R
x2ndλ(x)

)1/2

,

usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Visto que (2n)! ≤ 22n(n!)2, então
usando a hipótese obtemos∫

R
eε|x|dλ(x) ≤

√
K

∞∑
n=0

(2Cε)n
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a qual é finita desde que ε seja escolhido tal que 2Cε < 1.
3. ⇒ 2. Por hipótese existe ε > 0 e Cε > 0 tal que∫

R
eε|x|dλ(x) = Cε,

pelo que, desenvolvendo eε|x| em série cada tremo desta série é inferior ou igual a
Cε, ou seja

εn

n!

∫
R
|x|ndλ(x) ≤ Cε.

Assim, 2. resulta da monotonia do integral.

B Normas em Ekmin(C), Ek′max(C) e Hol0(C)

Proposição 17 Os dois sistemas de normas (| · |l,k)l∈N0 , k = 2
1+β

e (‖·‖q,β)q∈N0 ,
β ∈ [0, 1] definidos no espaço Ek

min(C) são equivalentes.

Prova. Sejam l ∈ N0 e u ∈ Ek
min(C), arbitrários, com vista a mostrar que existem

C > 0 e q ∈ N0, tais que |u|l,k ≤ C ‖u‖q,β . Como u ∈ Ek
min(C), tem-se que

‖u‖2
q,β <∞, ∀q ∈ N0. Para além disso, verifica-se também que |u|l,k <∞, ∀l ∈

N0, pois Ek
2−l(C) ⊂ Ek

min(C), ∀l ∈ N0. Como u é inteira, admite desenvolvimento
de Taylor em torno da origem, u(z) =

∑∞
n=0 unz

n. Assim, ∀q ∈ N0, ∀z ∈ C,
temos, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

|u(z)| ≤
∞∑

n=0

|un|z|n ≤

√√√√ ∞∑
n=0

(n!)1+β2nq|un|2

√√√√ ∞∑
n=0

(n!)−1−β2−nq|z|2n

= ‖u‖q,β

√√√√ ∞∑
n=0

(
(2−kq/2|z|k)n

n!

)1+β

.

Usando a seguinte desigualdade
∞∑

n=0

(
xn

n!

)α

≤ exp(αx), α ≥ 1, x ≥ 0

a qual prova-se utilizando a desigualdade de Hölder com 1 < α < 2 e
(

xn

n!

)α
=(

xn

n!

)2−α
((

xn

n!

)2)α−1

, então obtemos

|u(z)| ≤ ‖u‖q,β exp(2−kq/2|z|k).
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Assim, ∀q ∈ N0

sup
z∈C

{|u(z)| exp(−2−kq/2|z|k)} ≤ ‖u‖q,β .

Então, basta escolher q tal que l ≤ q
1+β

para obter |u|l,k ≤ ‖u‖q,β .
Inversamente, sejam q ∈ N0 e u ∈ Ek

min(C), arbitrários, para mostrarmos que
existem K > 0 e l ∈ N0, tais que ‖u‖q,β ≤ K|u|l,k. Note-se que, ∀l ∈ N0, temos
que |u(z)| ≤ |u|l,k exp(2−l |z|k), ∀z ∈ C. Assim, verifica-se que

|un| ≤
1

2π

∫
|z|=ρ>0

|u(z)|
|z|n+1

|dz| ≤ |u|l,k
e2

−lρk

ρn
, ρ > 0.

Esta majoração pode ser optimizada tomando ρ = (n2lk−1)k−1 . Substituindo,
obtemos

|un| ≤ |u|l,k(enn−n)k−1

(kn2−nl)k−1

.

Finalmente tendo em conta a Fórmula de Stirling,

enn−n ≤ 1

n!
e
√

2π(n+ 1)

obtemos

|un| ≤ |u|l,k

(
e
√

2π(n+ 1)

n!

)k−1 (
kn2−nl

)k−1

.

Assim, a norma ‖u‖2
q,β é dada por

‖u‖2
q,β =

∞∑
n=0

(n!)1+β2nq|un|2 ≤ |u|2l,k(e
√

2π)1+β

∞∑
n=0

(n+ 1)2(2q(k2−l)1+β)n.

(9)
Dado q ∈ N0, basta tomar l ∈ N0, tal que 2q(k2−l)1+β < 1 e usar a igualdade

∞∑
n=0

(n+ 1)2xn ≤
∞∑

n=0

(n+ 1)(n+ 2)xn = (1− x)−3, |x| < 1,

de modo que a série em (9) é finita. A desigualdade (9) também prova que as
normas que constituem a família (‖·‖q,β)q∈N0 estão bem definidas.

Proposição 18 Os dois sistemas de normas (|·|l,k′)l∈N0 , k′ = 2
1−β

e (‖·‖−q,−β)q∈N0 ,
β ∈ [0, 1[, definidos no espaço Ek′

max(C) são equivalentes.
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Prova. Seguindo um processo análogo ao da prova anterior, tomando q ∈ N0

e U ∈ Ek′
max(C), arbitrários, mostramos que existem um natural l, tal que 2l ≥

(k′)−12(q+β)/(1−β) e um número positivo C = 2β/2 tais que |u|l,k′ ≤ C ‖U‖−q,−β .
Inversamente, e também de forma análoga ao da proposição anterior, dados l ∈ N0

e U ∈ Ek′
max(C) tais que |U |l,k′ < ∞, provamos que existem um natural q em que

2−q(2l+1

1−β
)1−β < 1 e um número positivo K = (e

√
2π)(1−β)/2(1 − 2−q(2l+1

1−β
)β−1),

tais que ‖U‖−q,−β ≤ K|U |l,k′ .

Proposição 19 Os dois sistemas de normas (| · |l)l∈N0 e (‖·‖−q,−1)q∈N0 , introdu-
zidas em Hol0(C) são equivalentes.

Prova. Neste caso, temos também uma demonstração que segue um processo
análogo às duas anteriores. Tomando q ∈ N0 e U ∈ Hol0(C), de modo que
‖U‖−q,−1 < ∞, mostramos que existem C = (1 − 2q |z|2)−2−1

> 0 e l ∈ N0

(l > q
2
), tais que |U |l ≤ C ‖U‖−q,−1. Por sua vez, dados l ∈ N0 e U ∈ Hol0(C),

com |U |l <∞, obtemos q ∈ N0 (q > 2l), e K =
(
1− 2−q+2l

)−2−1

> 0, tais que
‖U‖−q,−1 ≤ K|U |l.
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